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Resumo

E lugar comum, no meio filosofico, a afirmacao de que a teoria dos conjuntos constitui
os fundamentos da matematica. No entanto, a nogdo de fundamento, historicamente
cercada de uma extensa rede de significados e anseios filoséficos, pode dar margem a
interpretacdes inadequadas do papel desempenhado por essa teoria na matematica.
Nosso objetivo, nesse artigo, é afastar algumas dessas confusfes a luz de resultados
matematicos da propria teoria, e afirmar um sentido mateméatico em que a teoria dos
conjuntos pode ser dita propriamente integrante dos fundamentos da matematica.
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Abstract

It's common in philosophical circles to claim that set theory is in the foundations of
mathematics. However, the idea of foundations has historically been related to various
philosophical meanings and expectations, and this can give room to erroneous
interpretations of the role of set theory in mathematics. In this article, our purpose is to
dispel such confusions by referring to mathematical results obtained in the set theory
itself, and to state a mathematical sense in which we can properly affirm that set theory
is in the foundations of mathematics.
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De modo laconico, Kunen (2009, p. 14) afirma que “a teoria dos conjuntos ¢ a
teoria de tudo”. Com esta frase de impacto, Kunen chama a atencdo para um fato
notavel: todos os objetos matematicos usuais podem ser definidos como conjuntos e
suas propriedades usuais podem ser provadas como teoremas da teoria dos conjuntos™.
Outra forma sucinta de afirmar o mesmo é dizer que toda a matematica usual pode ser
reduzida a teoria dos conjuntos. Por exemplo, podemos representar os nimeros naturais
como conjuntos e assim reduzir a aritmética a teoria dos conjuntos. Para tanto,
definimos cada nimero natural como um conjunto determinado. Um modo de fazer isso
comega por definir 0 como sendo o conjunto vazio, &; 1 como sendo o conjunto {0},
isto é, {<J}; 2 como sendo {0, 1}, isto é, {J, {J}}; trés como sendo {0, 1, 2}, isto é
{3, {0}, {9, {T}}}; e assim por diante. Por essa abordagem, intuitivamente, cada
namero natural € definido como o conjunto dos ndmeros naturais menores que ele.
Tendo definido assim cada numero natural, podemos deixar de lado os nimeros e tratar
diretamente com os conjuntos que os definem. Reunimos entdo todos esses conjuntos e
formamos o conjunto dos nimeros naturais, N. Na sequéncia pode-se provar que N
satisfaz os axiomas de Peano, sentencas que capturam as caracteristicas basicas dos
nameros naturais. De fato, os axiomas de Peano convertem-se em teoremas da teoria
dos conjuntos. A definicdo dos numeros como conjuntos prossegue, a partir dai,
definindo-se, grosso modo, 0s nUmeros inteiros como pares ordenados de naturais e 0s
nameros racionais como pares ordenados de inteiros. Similarmente, os teoremas usuais
sobre inteiros e racionais sdo provados como teoremas da teoria dos conjuntos. Os reais
exigem uma estratégia mais elaborada, sendo definidos a partir dos racionais como
cortes de Dedekind?. E as estratégias multiplicam-se, permitindo a definicdo em termos
conjuntistas ndo s6 dos nimeros, mas de uma enorme variedade de objetos matematicos
gue abarca até os conceitos mais abstratos da matematica contemporanea.

Essa reducdo da matematica usual a teoria dos conjuntos pode ser interpretada,
do ponto de vista l6gico, como a conversdo da matematica em um grande sistema
formal cujos axiomas sdo os axiomas de ZFC, e tudo o mais é provado como teorema

desse sistema. Muitos filosofos e matematicos, expressando-se metaforicamente, tém

De fato existe uma grande variedade de teorias dos conjuntos, estudadas pelos mais diversos motivos.
Usar o artigo definido “a” diante de “teoria dos conjuntos” ¢, portanto, um abuso de linguagem. Porém,
como na maior parte das vezes estaremos nos referindo aquela que se consolidou como teoria padréo —
a teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel com axioma da escolha, comumente referida por ZFC —
continuaremos a cometer tal abuso.

Enderton (1977) apresenta de forma bastante didatica como se processa a definicdo na teoria dos
conjuntos de naturais, inteiros, racionais e reais, bem como de varios outros objetos matematicos.
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comparado esse grande sistema formal a um edificio, no qual os axiomas de ZFC
constituem os fundamentos, e todos os outros teoremas e defini¢bes sdo constituidos
sobre eles, apoiando-se nos fundamentos, como se fossem o0s andares superiores do
edificio. Essa visdo metaforica, bastante difundida, esta presente nas paginas iniciais de
muitos livros-texto de teoria dos conjuntos. Por exemplo, Hrbacek e Jech (1999, p. 1)
dizem: “neste livro, queremos desenvolver a teoria dos conjuntos como um fundamento
para outras disciplinas matematicas”. Kunen (2009, p. 7) segue a mesma linha:
“estudamos teoria dos conjuntos primeiro porque ela ¢ o fundamento de tudo”.
Machover (1996, p. 9) ndo foge a regra: “A teoria dos conjuntos ocupa uma posi¢ao
fundamental no edificio da matematica moderna”.

O largo emprego dessa metafora mostra o quanto ela € considerada apropriada
para expressar 0 sentimento que matematicos e filésofos nutrem pela teoria dos
conjuntos. Entretanto, como toda figura de linguagem, essa também pode levar a
equivocos. Sua adocdo pode indicar que talvez se espere que os axiomas de ZFC
fornecam alguma espécie de sustentacdo para a matematica, analogamente ao papel que
os fundamentos de um edificio desempenham com relacdo aos seus andares superiores.
Porém, é importante avaliar com cuidado que tipo de sustentacdo a teoria dos conjuntos
é capaz de dar ao edificio da matematica. Varios resultados e desenvolvimentos da
prépria teoria dos conjuntos, como € sabido, mostram que a metéafora dos fundamentos
deve ser tomada com cautela. Muito do que, filosoficamente, esperar-se-ia dos
fundamentos de uma disciplina, ao menos de uma perspectiva tradicional, ndo pode ser
fornecido pela teoria dos conjuntos. Levando em conta tais resultados e
desenvolvimentos significativos da propria teoria, em que sentido podemos afirmar que

a teoria dos conjuntos constitui os fundamentos da matematica?

Anseios fundacionais filos6ficos ndo supridos pela teoria dos conjuntos

O maior risco da visdo metaforica do papel 16gico desempenhado pela teoria dos
conjuntos é que ela pode evocar uma antiga tradicdo em epistemologia que, levando
mais longe a metafora do edificio, queria que os fundamentos fossem solidos; assim
como os alicerces de um edificio, mais firmes que os andares superiores. E um fato da
engenharia que a fragilidade dos fundamentos pode levar todo o edificio ao colapso. Na
tradicdo epistemoldgica, solidez estd associada a certeza, clareza e evidéncia.

Analogamente a engenharia, esperava-se que os fundamentos de uma disciplina fossem
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mais certos, mais claros e evidentes que o restante da disciplina que se desejava
fundamentar. Ainda de acordo com a tradicdo epistemoldgica, pensava-se que a
reconstrucdo légica de uma disciplina tinha o poder de revelar os pressupostos mais
basicos nos quais a disciplina se apoiava, os seus fundamentos. Tudo estaria bem se a
andlise légica encontrasse pressupostos mais certos, claros e evidentes que o restante da
disciplina. Fundamentos dessa natureza, aliados a estrita deducdo logica das demais
verdades da disciplina a partir deles, garantiriam solidez a todo o edificio. Fundamentos
menos certos levariam o edificio a estremecer.

A teoria dos conjuntos ndo é fundamento da matematica nesse sentido classico.
Quando dizem que a teoria dos conjuntos € o fundamento da matematica, 0s
matematicos ndo estdo empregando inteiramente a metafora dos fundamentos no sentido
da epistemologia tradicional. O sentido classico continua sintonizado com o
entendimento atual na medida em que a reconstrucao ldgica da matematica na teoria dos
conjuntos é comparada a um edificio em que os axiomas de ZFC estdo no comeco, na
base, e tudo o mais é construido sobre eles. A parte da metafora que nao se aplica mais é
a exigéncia de que os fundamentos sejam mais solidos — no sentido de mais certos,
claros e evidentes — que os andares superiores. Nao sujeito as mesmas condi¢des que
obras de engenharia civil, o edificio da matemética ndo precisa de solidez nas bases, ao
menos naqueles sentidos classicos.

Separa a antiga da nova metéfora dos fundamentos uma profunda transformacéo
no modo como ¢é encarada a analise logica de uma disciplina e o papel dos axiomas.
Kunen traz trés exemplos de emprego do método axiomatico que ilustram essa
transformacdo. O primeiro exemplo, a axiomatizacdo da geometria, feita por volta de
300 a.C por Euclides, é a ilustracdo mais exata da antiga concepc¢do. De acordo com a
visdo classica grega, os axiomas da geometria euclidiana eram encarados como
“afirmag0es de fé”, isto €, “fatos obviamente verdadeiros sobre o espaco fisico real, dos
quais se podem derivar outros fatos verdadeiros mas ndo o6bvios, de tal forma que
estudando geometria se estd estudando a estrutura do mundo real” (KUNEN: 2009, p.

6). O segundo exemplo de Kunen, a teoria dos grupos®, cujo tratamento axiomatico foi

® Ateoria de grupos é uma teoria de primeira ordem G cujo Gnico simbolo ndo-légico é a funcéo binaria

* @ cujos axiomas ndo-1dgicos sdo os seguintes:

(@) Vxyz(x*(y*z) = (x*y)*2)
(b) Fu(Vx(x*u = u*x = X) A VXIY(X*y = y*X = U))
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dado por Cayley no século XIX, ilustra a atual concep¢do. Os axiomas da teoria dos
grupos sao vistos como afirmagdes definicionais: “os axiomas ndo capturam nenhuma
'verdade universal’; eles servem apenas para definir uma classe de estruturas util”
(KUNEN: 2009, p. 6). Ao passo que na visdo classica da geometria euclidiana os
axiomas pretendiam estar sujeitos a uma Unica interpretacdo — desejava-se que eles
expressassem propriedades basicas dos objetos geométricos do mundo fisico real — os
axiomas da teoria dos grupos podem ser interpretados de infinitos modos. Qualquer
estrutura que satisfaca seus axiomas € uma interpretacao possivel da teoria dos grupos.
As duas posturas sdo muito diferentes, e essa diferenca ndo estd no proprio
sistema axiomatico, mas nas intencbes de quem o aborda. Tanto como afirmaces de fé
qguanto como definicionais, os axiomas podem ser apresentados formalmente em uma
linguagem ldgica, de sorte que ndo havera nada no proprio sistema formal que permita
distingui-los. Séo as explicagcdes que acompanham a apresentacdo do sistema formal,
mas que ndo o integram, que revelam as inten¢des de quem o aborda e, por conseguinte,
revelam se aquele sistema estd sendo encarado como afirmacdo de fé ou
definicionalmente. Dai que 0 mesmo sistema formal pode servir aos dois propésitos. No
caso dos axiomas tomados como afirmacbes de fé, a abordagem comeca por uma
explicagdo intuitiva das nogOes basicas envolvidas, os chamados conceitos primitivos,
para 0s quais se podem introduzir simbolos primitivos na linguagem formal. Em
seguida, é apresentada uma lista de afirmacgdes sobre aqueles conceitos, que sdo
reconhecidas como verdadeiras com base nas explicacfes anteriores. Essas afirmacoes
sdo mapeadas em sentencas expressas na linguagem formal, e entdo passam a constituir
os axiomas do sistema. Com os sistemas axiomaticos vistos como definicionais, a
abordagem € outra. Simbolos primitivos sdo introduzidos desacompanhados de uma
explicacdo intuitiva de seus significados. Os axiomas sdo uma lista de sentencas que
articulam os simbolos primitivos, mas ndo existe a intencdo de que eles sejam
verdadeiros sobre aqueles simbolos, inclusive porque ndo esta em tela o significado dos
simbolos. A explicacdo intuitiva é dispensada, dentre outros motivos, porque um
sistema axiomatico definicional pode se aplicar a um grande namero de conceitos
diferentes. Ora o sistema pode ser “interpretado” como referindo-se a uns conceitos, ora

como referindo-se a outros, e isso ndo tem importancia para o sistema formal como tal.

Modelos de G sdo estruturas <G, *> tais que G é um conjunto e * é uma funcédo de G ifi G em G e que

satisfazem os axiomas (a) e (b). O axioma (a) requer que * seja associativa e 0 axioma (b) exige a
existéncia de elemento identidade u e, para cada elemento de G, a existéncia de um inverso y.
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Quando um sistema axiomatico é encarado como afirmacGes de fé, a interpretacdo
pretendida esté fixada, e o estudo do sistema axiomatico esta atrelado ao estudo daquela
interpretacdo. Num sistema axiomatico visto como definicional, ndo se fica preso a uma
interpretacdo especifica; a interpretacdo dada ao sistema varia de acordo com o que se
quer mostrar.

O terceiro exemplo de Kunen é justamente a teoria dos conjuntos, e ilustra a
passagem da concepcdo classica de axioma para a concepcao atual. Quando a primeira
axiomatizacao bem sucedida foi apresentada por Zermelo em 1908, seus axiomas eram
vistos como afirmacdes de fé. A matematica até entdo, conta Kunen, era composta por
varios sistemas axiomaticos desconexos que com o advento da teoria dos conjuntos
puderam ser subsumidos a ela. Ainda dentro do ideal classico, os matematicos
acreditavam que essa reducdo da matematica a teoria dos conjuntos melhorava a
situacdo epistemoldgica da matematica, pois a partir de entdo havia prova para todas as
proposi¢cdes matemética usuais, e as Unicas verdades que precisavam ser postuladas
eram os axiomas de ZFC. Pensavam que 0s axiomas descreviam verdadeiramente
caracteristicas basicas dos conjuntos, que alguns acreditavam constituir uma realidade
independente. Gbdel, por exemplo, afirmava que “os conceitos e teoremas da teoria dos
conjuntos descrevem alguma realidade bem determinada” (GODEL: 1983, p. 476). No
entanto, essas ideias ndo duraram muito tempo. O desenvolvimento da teoria dos
conjuntos tornou cada vez mais implausivel pensar em seus axiomas como afirmacdes
de fé. O trabalho do proprio Godel foi responsavel, em parte, por essa transformacao.
Segundo Kanamori,

Antes de Godel, os principais interesses [dos tedricos conjuntistas] recaiam sobre o que
conjuntos sd0 e como conjuntos e seus axiomas podem servir como uma base redutiva para a
matematica. (...) Depois de Godel, os principais interesses tornaram-se o que conjuntos fazem e
como a teoria dos conjuntos ha de avancar como um campo autbnomo da matematica
(KANAMORI: 2007, p. 39).

Para provar a consisténcia relativa da hipotese do continuo e do axioma da
escolha, Godel construiu um modelo interno da teoria dos conjuntos. Com isso, Godel
inaugurou um método de provas de consisténcia relativa em teoria dos conjuntos que
consiste na reinterpretacéo da teoria de forma a construir um modelo* n&o-trivial, isto é,

um modelo que ndo combina, necessariamente, com a interpretacdo pretendida. Na

* Ao falar de “modelos” de ZFC estamos cometendo, novamente, um abuso de linguagem. Como é
sabido, o segundo teorema de incompletude de Godel impede que ZFC tenha modelo no sentido
préprio.
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interpretacdo pretendida, o universo é composto por todos 0s conjuntos, ao passo que no
modelo interno de Gddel o universo é limitado apenas aos conjuntos construtiveis.
Quando axiomas sdo encarados como afirmacoes de fé, o interesse fica restrito a estudar
apenas o universo intuitivo, aquele que se acredita corresponder a realidade subjacente a
teoria. Mas o método de Godel consiste opostamente na cria¢cdo de um modelo em que o
universo é ajustado para provar a consisténcia relativa de uma ou outra proposigao.
Nesse sentido ndo importa mais o que 0s conjuntos sdo — pois conforme varia 0 modelo
considerado, varia 0 que sdo 0s conjuntos. A preocupacdo predominante, como atesta
Kanamori (2007), passou da ontologia — 0 que s&o 0s conjuntos — para a epistemologia
— 0 que podemos provar sobre 0s conjuntos.

O préxima passo nessa direcdo foi dado por Cohen. Para provar a consisténcia
relativa da negacdo da hipotese do continuo e da negacao do axioma da escolha, Cohen
criou o método de forcing, que permite construir modelos em que a cardinalidade do
continuo é quase qualquer cardinal maior ou igual a x;. O forcing tornou-se um método
geral e flexivel de estender modelos de ZFC, deslocando ainda mais o interesse da
questdo sobre o0 que sdo 0s conjuntos, pois expandiu grandemente as possibilidades de
criar interpretacdes nédo-triviais da teoria, para a questdo sobre o0 que se pode provar
sobre os conjuntos. Kanamori sintetiza a transformagéo que o forcing proporcionou na
teoria dos conjuntos:

Com sugestdes claras de um modo novo e concreto de construir modelos, tedricos conjuntistas

apressaram-se e usando forcing rapidamente foi estabelecida uma cornucépia de resultados de

consisténcia relativa (...) Rapidamente, ZFC tornou-se totalmente diferente da geometria
euclidiana e muito mais parecida com a teoria dos grupos, com uma larga gama de modelos da
teoria dos conjuntos sendo investigados por seu proprio interesse. A teoria dos conjuntos

experimentou uma mudanca profunda (...) (KANAMORI: 2008, p. 351)

Kunen enfatiza a mesma transformacdo (KUNEN: 2009, p. 7). Diante desse
panorama criado pelas inovagdes metodoldgicas de Godel e Cohen, ndo é mais possivel
encarar os axiomas de ZFC como afirmacfes de fé descrevendo uma realidade bem
determinada de conjuntos. A interpretacdo pretendida de ZFC, que inicialmente era vista
como espelhando aquela realidade, agora é encarada como apenas mais uma dentre
tantas interpretacdes da teoria. A exemplo da teoria dos grupos, 0s axiomas da teoria dos
conjuntos sdo entdo pensados como axiomas definicionais que delimitam uma classe de
modelos sobre os quais recai o interesse matematico. E importante notar que essa
mudanca de visdo sobre os axiomas de ZFC foi motivada por razbes matematicas,

induzidas por inovagdes técnicas, metodoldgicas, e ndo por razdes filosoficas.
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Mas, afora os rumos matematicos da teoria dos conjuntos, filosoficamente
também ha razbes para ndo tomar seus axiomas como afirmacGes de fé. Lembra Quine
que a certeza e obviedade dos axiomas da teoria dos conjuntos sdo inferiores a certeza e
obviedade de muitos dos teoremas que se provam a partir deles (QUINE: 1969, p. 70).
Por exemplo, a aritmética dos nUmeros naturais, cujas propriedades basicas sdo
capturadas pelos axiomas de Peano, desfruta de muito mais evidéncia e apelo a
obviedade do que a teoria dos conjuntos. No entanto, os axiomas de Peano sdo provados
como teoremas de ZFC. Sob a perspectiva fundacional classica essas provas tém pouco
valor, pois é como se se tentasse provar 0 mais certo recorrendo ao menos certo.

N&o foi s6 a teoria dos conjuntos que passou por uma transformacéo no modo de
encarar seus axiomas. Mesmo a geometria euclidiana, epitome de sistema axiomatico
reputado como afirmacédo de fé, deixou de ser o estudo das propriedades basicas do
espaco real — pelo menos desde Einstein ela é sabidamente problematica como descricéo
do espaco fisico real — para ser o estudo dos modelos que satisfazem seus axiomas.
Contemporaneamente, é muito mais natural conceber sistemas axiomaticos como
definicionais do que como afirmacdes de fé. O ideal da epistemologia tradicional, que
procurava pela andlise logica revelar os alicerces sdlidos das ciéncias esta, a0 menos na
matemaética, abandonado.

Mais uma confusdo a respeito do papel fundacional da teoria dos conjuntos
consiste em pensar que uma definicdo de um objeto matematico na teoria dos conjuntos
pode ser tomada como revelando a verdadeira identidade daquele objeto. Por exemplo,
ao ver que o nimero dois pode ser definido, como fez von Neumann e n6s seguimos no
inicio deste artigo, pelo conjunto {&, {<J}}, a confusdo é pensar que o0 nimero dois &,
na verdade, o conjunto {&, {J}}. A constatacdo de que a teoria dos conjuntos ndo goza
de nenhum privilégio epistemoldgico sobre a aritmética dos nimeros naturais ja torna
inverossimil imaginar que ela teria o poder de revelar a verdadeira identidade dos
nameros naturais. Mas ndo é preciso ir tdo longe. Benacerraf (1983) mostra que isso é
impossivel, ndo por razbes filosoficas, mas por uma razdo matematica: ha infinitas
formas de definir os numeros na teoria dos conjuntos, todas funcionando igualmente
bem. Zermelo, por exemplo, definiu 0 ndmero dois pelo conjunto {{J}}. Esse
fendmeno ndo acontece s6 com 0s numeros, pelo contrario, € comum a muitas
definicGes de objetos mateméticos em termos conjuntistas. Em geral, ha razGes técnicas

para preferir uma definicdo a outra, mas ndo sdo razdes suficientes para justificar uma

PERI e v. 05 e n. 01 & 2013 o p.140-154 147



tese metafisica de que um objeto &, de fato, um conjunto e ndo outro. Em suma, embora
objetos matematicos possam ser representados como conjuntos, eles ndo tém de ser
conjuntos.

H& ainda outros riscos menores envolvidos com a metafora dos fundamentos.
Um deles, e para o qual Kunen também chama a atencéo, é pensar que, por ser a teoria
dos conjuntos o fundamento da matemaética, toda a informac&o exigida para desenvolver
a matematica, e mesmo para compreender a propria teoria dos conjuntos, esteja contida
nela. “Teoria dos conjuntos ¢ a teoria de tudo, mas isso ndo significa que vocé€ possa
entender [uma] apresentacdo axiomética de teoria dos conjuntos se vocé ndo sabe
absolutamente nada”, diz Kunen (2009, p. 28). Antes de poder compreender uma
apresentacdo axiomatica formal da teoria dos conjuntos, € preciso ter o que Kunen
chama de raciocinio finitista. Por exemplo, para entender o que € um axioma formal, é
preciso entender o que é uma férmula légica, o que por sua vez exige entender o que é
uma expressao, isto €, uma sequéncia finita de simbolos. Embora as noc¢des de finitude e
infinitude tenham definicdo formal em ZFC, antes mesmo de comecar a entender ZFC é
preciso ter uma nocao prévia de finitude. E com base nesse conhecimento metatedrico,
que do angulo da compreensdo precede o conhecimento tedrico, que as varias no¢des da
teoria formal sdo apresentadas e explicadas. Embora constitua o fundamento I6gico da
matematica, da perspectiva da experiéncia de aprendizado a teoria dos conjuntos esta
bastante além dos fundamentos. Como dizia Russell, “as coisas mais 6bvias e faceis em
matematica ndo séo as que vém logicamente no comeco; sdo aquelas que, do ponto de
vista da dedugdo légica, comegcam em algum lugar do meio” (RUSSELL: 2007, p. 18).
Se na perspectiva l6gica a teoria dos conjuntos ocupa os alicerces do edificio, sob o
enfoque da compreensdo ela ocupa andares intermediarios, e os alicerces sdo ocupados
pelas nogbes metatedricas.

O papel que o raciocinio finitista desempenha ndo se resume apenas a ser
indispensavel na compreensdo de uma teoria formal como ZFC. Uma ideia de raciocinio
finitista foi especialmente importante no programa de Hilbert, no inicio do século XX,
que buscava formalizar as teorias matematicas usuais e demonstrar a consisténcia, de
forma absoluta, dessas teorias formais. A teoria dos conjuntos permite a formalizacdo
das teorias matematicas usuais, e permite também provar a consisténcia dessas teorias.
Mas essas sdo sempre provas relativas, pois dependem de assumir-se sem provar que
ZFC é consistente. Uma prova absoluta da consisténcia da matematica exigiria uma

prova absoluta da consisténcia da teoria dos conjuntos, isto €, uma prova que ndo exija
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assumir duvidosamente a consisténcia de uma outra teoria, caso contrario seria
novamente uma prova de consisténcia relativa. Porém, toda prova tem que tomar lugar
em alguma teoria. Hilbert, entdo, desejava uma teoria suficientemente simples para que
sua consisténcia fosse intuitiva e obviamente dada, sem precisar prova-la. Ele escolheu
uma versdo elementar da aritmética, mais simples que a aritmética usual, que ele
chamou de “matematica finitaria”. Essa teoria trata de um dominio de entidades em
algum sentido concretas — 0s simbolos de um sistema formal — cuja verdade e
consisténcia, queria Hilbert, podia ser verificada pelos sentidos. Se Hilbert atingisse seu
intento, provando a consisténcia absoluta da teoria dos conjuntos provaria também a
consisténcia da matematica usual, e com isso garantiria a seguran¢a da matematica e de
seus métodos. Assim, mesmo que o carater fundacional da teoria dos conjuntos nédo
pudesse ser aquele desejado pela epistemologia tradicional, a0 menos a teoria dos
conjuntos garantiria que a matemética construida sobre ela estava livre de contradicdes®.

Ocorre que a matematica finitaria de Hilbert, sendo uma simplificacdo da
aritmética, pode, naturalmente, ser desenvolvida dentro da teoria dos conjuntos. Assim,
se houvesse uma da prova da consisténcia da teoria dos conjuntos na matematica
finitaria de Hilbert, essa prova poderia ser obtida na teoria dos conjuntos, resultando
numa prova da consisténcia da teoria dos conjuntos na propria teoria dos conjuntos.
Contudo, o segundo teorema de incompletude de Godel impede tal prova®. A
consisténcia da teoria dos conjuntos sé pode ser provada em uma teoria mais forte que a
teoria dos conjuntos, ou seja, ndo ha como escapar de provas de consisténcia relativas.
O programa de Hilbert, pelo menos da maneira como € geralmente entendido, €
irrealizavel. Além de a teoria dos conjuntos ndo ser capaz de dotar a matematica da
certeza almejada pela epistemologia tradicional, o fracasso do programa de Hilbert
mostra que nem mesmo a consisténcia da matematica, um requisito aparentemente mais
singelo, pode ser assegurada pela teoria dos conjuntos. Novamente, foram resultados
matematicos, e ndo reflexdes filoséficas, que puseram fim a esperanca de assegurar a

consisténcia da matematica por meio da teoria dos conjuntos.

® Uma apresentacdo didatica do programa de Hilbert, na qual nos baseamos, pode ser encontrada em
Silva (2007), capitulo 5, O Formalismo.

® Esse é o entendimento dominante, mas Detlefsen (1986) defende que esse argumento contra o
programa de Hilbert baseado no segundo teorema de Gddel ndo é conclusivo.
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Um sentido técnico

As discussdes acima nos recomendam nao concluir que a fundamentacéo légica
na teoria dos conjuntos dote a matematica de mais certeza, muito menos que a torne
isenta de contradi¢cBes ou que revele a verdadeira identidade dos objetos matematicos,
se é que ha tal coisa. Mas se esses anseios filoséficos, tradicionalmente associados a
ideia de fundamentos, ndo se realizam pela teoria dos conjuntos, o que sobra?

Sobram os varios beneficios matematicos da teoria dos conjuntos. Embora os
resultados que expdem as limitacBes filosoficas da fundamentacdo da matemética na
teoria dos conjuntos ja sejam amplamente conhecidos ha muitas décadas, é fato que
muitos matematicos veem incontaveis beneficios matematicos na teoria dos conjuntos, e
continuam mesmo vendo nela uma fundamentacdo da matematica. As passagens
introdutorias de alguns livros-texto de teoria dos conjuntos que citamos no inicio deste
artigo exemplificam como essa préatica continua viva. Assim, € de se esperar que 0S
matematicos empreguem essa metafora em um sentido determinado, nao abalado por
aqueles resultados.

Embora a maioria dos matematicos nao fornega detalhes sobre o sentido em que
emprega a nogdo de fundamentos com respeito & teoria dos conjuntos, podemos
encontrar em Moschovakis (2006) um breve mas significativo esclarecimento.

A teoria dos conjuntos é uma interessante e vibrante teoria matematica, com suas proprias
nocBes basicas, resultados fundamentais, profundas questdes em aberto e com significantes
aplicacBes em outras teorias matematicas. Ao mesmo tempo, a teoria dos conjuntos axiomatica
€ muitas vezes vista como uma fundamentacdo da matematica: alega-se que todos os objetos
matematicos sdo conjuntos e que suas propriedades podem ser derivadas dos relativamente
poucos e elegantes axiomas sobre conjuntos. Nada tdo simplério pode ser totalmente
verdadeiro, no entanto ha pouca divida de que na pratica matematica padrdo atual “tornar uma
nogdo precisa” é essencialmente sinénimo de “defini-la na teoria dos conjuntos”. A teoria dos
conjuntos é a linguagem oficial da matemaética, exatamente como a matematica é a linguagem
oficial da ciéncia (MOSCHOVAKIS: 2006, p. vii).

E fato que ndo se pode concluir que todos os objetos matematicos usuais sejam
conjuntos, como lembra Moschovakis, pelas razées que discutimos acima. Mas, mesmo
deixando isso de lado, Moschovakis destaca o papel que a teoria dos conjuntos tem na
obtencéo de precisdo e rigor na matematica. Apresentar uma definicéo rigorosa de uma
nogdo matematica €, essencialmente, apresentar uma definicdo dessa nogdo em teoria
dos conjuntos axiomatica, testemunha Moschovakis. O rigor, a formulacéo precisa de
conceitos, a explicitacdo das premissas e conclusdes, a deducdo ldgica cuidadosa,

enfim, sdo aspectos altamente valorizados na pratica matematica. Por certo, esses
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aspectos guardam intima relagdo com a ideia de fundamentos e podem ser promovidos
pela teoria dos conjuntos apesar de suas limitagGes filoséficas.

Mas que valor tem uma definicdo formal de um objeto em termos conjuntistas se
esse objeto, de fato, ndo ¢ um conjunto? “Pontos, numeros, fungdes, produtos
cartesianos e outros objetos matematicos”, continua Moschovakis (2006, p. 33),
“claramente ndo sdo conjuntos”. Apesar disso, afirma, “iremos descobrir dentro do
universo dos conjuntos representacdes fiéis de todos os objetos matematicos de que
necessitamos, e iremos estudar teoria dos conjuntos com base no enxuto sistema
axiomatico de Zermelo como se todos os objetos matematicos fossem conjuntos”
(MOSCHOVAKIS: 2006, p. 34; grifo original). A chave da questdo esta no “como se”:
0S matematicos ndo precisam se comprometer com nenhuma tese ontoldgica sobre a
natureza dos objetos matematicos para que seja proveitosa a investigacdo dos
substitutos conjuntistas desses objetos, porque eles podem estudar tais substitutos como
se fossem os proprios objetos. O que permite essa estratégia é a garantia de que 0s
substitutos conjuntistas sejam representacdes fiéis dos objetos que definem. Assim,
acrescenta Moschovakis (2006, p. 34), “o problema delicado nos casos especificos ¢
formular precisamente a definicdo correta de uma 'representagéo fiel' e provar que tal
representagdo existe”. Esse problema ¢ solucionado empregando-se métodos
matematicos usuais, independentes de qualquer tese filos6fica sobre a natureza
ontoldgica dos objetos representados. Por exemplo, o que garante que 0s conjuntos que
apresentamos no inicio deste artigo sdo representacdes fiéis dos nimeros naturais (1, 2,
3, ...) é aprova, na teoria dos conjuntos, de que eles satisfazem os axiomas de Peano.

Ao converter-se na “linguagem oficial da matematica”, como menciona
Moschovakis, a teoria dos conjuntos permite o tratamento uniforme dos objetos
matematicos, colocando-os todos em um mesmo campo. O papel fundacional da teoria
dos conjuntos esta intimamente relacionado a esse seu poder unificador, como destaca
Maddy (1997). Quando os objetos dos diversos ramos da matematica sdo definidos na
mesma linguagem, areas antes separadas sao integradas. Isso abre novas possibilidades
de expansdo do conhecimento matematico:

as interconexdes entre seus ramos sdo iluminadas; teoremas classicos sdo tracados a uma
origem comum; métodos efetivos podem ser transferidos de uma area para outra; o poder total
dos principios conjuntistas mais basicos pode ser trazido a operar sobre problemas até entéo
insoltveis; a viabilidade de prova de novas conjecturas pode ser avaliada; e sistemas

axiomaticos ainda mais fortes encerram a promessa de consequéncias ainda mais férteis
(MADDY: 1997, p. 28).
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A teoria dos conjuntos realiza, na matemaética, o tdo desejado ideal cientifico de
unificacdo teorica. Para as finalidades matematicas, tratar os objetos matematicos de
maneira rigorosa e unificada, como se fossem conjuntos, podendo deixar de lado a
preocupacdo filosofica a respeito de suas reais identidades, € o que interessa. As
diversas frentes de investigagdo sdo harmonizadas em uma sé grande teoria que da
conta das questdes usuais, serve de lingua franca entre pesquisadores de diferentes
ramos e é poderosa o suficiente para guiar o desenvolvimento ulterior da disciplina,
ainda que haja varios problemas matematicos em aberto cuja solucdo talvez exija a
extensdo da teoria. A teoria dos conjuntos converte-se, assim, numa arena comum’ onde
disputas matematicas sdo decididas ou declaradas indecidiveis de acordo com o0s
axiomas usuais. Maddy resume assim:

Finalmente, e talvez mais fundamentalmente, esta Unica arena para a matematica proporciona
uma corte de apelagdo final para questdes de existéncia e prova matematicas: se vocé quer
saber se existe um objeto matematico de um certo tipo, vocé pergunta (em dltima analise) se
existe um substituto conjuntista daquele tipo; se vocé deseja saber se uma dada afirmagédo é
demonstravel ou refutavel, vocé quer dizer (em ultima analise), demonstravel ou refutivel a
partir dos axiomas da teoria dos conjuntos. (MADDY, 1997, p. 26)

O que pde a teoria dos conjuntos nos fundamentos da matemética, em um
sentido técnico, é, pois, seu poder formalizador — que proporciona precisdo e rigor —
aliado a seu poder unificador.

Embora, do ponto de vista filosofico, a fundamentacdo da matematica na teoria
dos conjuntos seja frustrante — no que concerne as preocupacfes epistemoldgicas e
metafisicas tradicionais —, do ponto de vista da matematica a fundamentagdo na teoria
dos conjuntos ¢ um sucesso. A célebre frase de Hilbert (2006, p. 83), “ninguém nos
expulsara do paraiso que Cantor criou para nds”, expressa a dimensdo desse sucesso.
Igualmente expressivo é o desenvolvimento que a teoria dos conjuntos experimentou no
século XX, mesmo depois de ja estarem claras suas limitagdes como fundamento no
sentido tradicional. O contraste entre 0 malogro filosofico e o éxito matematico pode ser
revelador, na medida em que parece indicar que a matematica segue Seu rumo

independentemente do desfecho dos debates filos6ficos sobre a matematica®.

Maddy identifica a “arena unica” proporcionada pela teoria dos conjuntos com 0 universo conjuntista
V. Essa identificacdo, contudo, pode ser um tanto problematica, se levarmos em conta o fato de,
atualmente, o desenvolvimento da teoria dos conjuntos ter privilegiado o exame dos inlmeros
“modelos” da teoria, sem assumir compromisso especial com V. Mas ndo vamos abordar esse possivel
problema aqui.

8 A ideia de que o desenvolvimento da matematica independe dos debates filoséficos em seu entorno é
uma das teses centrais de Maddy (1997).
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A teoria dos conjuntos ndo pode fornecer o tipo de certeza e seguranca que a
epistemologia tradicional procurava, nem pode responder as indagacdes metafisicas
sobre a real natureza dos entes matematicos. A teoria dos conjuntos ndo esta nos
fundamentos da matematica por razdes filosoficas, mas sim por razdes ldgico-
matematicas: seu poder unificador e formalizador permite reconstruir sobre ela de
maneira rigorosa toda a matematica usual, e isso traz uma série de vantagens
matematicas. Embora a metafora dos fundamentos continue perfeitamente cabivel do
ponto de vista l6gico-matematico, restrito a caracterizacdo técnica do papel fundacional
da teoria dos conjuntos, do ponto de vista filosofico tradicional essa metéfora ndo faz
sentido, e a teoria dos conjuntos estaria mais bem posicionada ao lado dos demais ramos
da matematica no que tange ao status do conhecimento. Concluimos citando Maddy
(1997, p. 33): “os verdadeiros beneficios da fundamentacao na teoria dos conjuntos nao

sdo epistémicos, mas matematicos”.
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