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Resumo. Neste trabalho, desenvolveu-se um

modelo matemático para determinar, com controle
de qualidade, a posição planimétrica de pontos
na superficie fisica da Terra através de: 1)
medidas realizadas sobre fotografias aéreas

"aproximadamente verticais"; 2) ajustamento em

bloco por feixe de retas radiais e; 3) um

minimo de pontos de controle para referenciar o
sistema cartográfico. O modelo foi testado e os

resultados obtidos permitem recomendar a sua

aplicação nos levantamentos planimétricos de

pontos em substituição ou complementaçao dos

trabalhos topográficos convencionais de campo.

Abstract. In this paper, we developed a

mathematical model to determine the

planimetric position of points on the physical
surface of the Earth, with quality control, by
means of: 1) measures made upon aerial

photographs which are "slightly vertical"; 2)

block adjustment by means of a bundle of radial

lines, and 3) а minimal of control points to

fix the cartographic system. The model was
tested and the obtained results led us to

recommned the planimetric determination of

points in order to replace or complete the

topographic surveying.

01 - INTRODUÇÃO
A equação de coli-

nearidade é mundialmente

consagrada nos meios foto-

gramétricos e cartográficos
como o modelo matemático

funcional básico para о а-

justamento em Fototrian-

gulação Analítica. Este mo-

delo, quando fixado o sis-

tema de referência, propor-
ciona além das coordenadas

tridimensionais dos pontos

de interesse do espaço ob-

jeto, os elementos de ori-
entação exterior da câmara

no instante da tomadada

fotografia simultaneamente.

Considerando a geometria
de uma fotografia aérea, а

projeção vertical do centro

perspectivo determina nos

planos da fotografia e do

terreno os pontos пе N.

Estes pontos são chamados

respectivamente de nadir

fotográfico e nadir de ter-

reno (fig.01).
0 plano que contém os

pontos nadir fotográfico,
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e pontocentro perspectivo
principal da fotografia,
chamado de plano principal,
o qual determina no plano da

fotografia a linha principal
no com projeção no terreno

em NO.

Desta forma, o sistema

de orientação da fotografia
fica definido pelos parâme-

tros Xo, Yo, Zo, w, фek,
recuperados no ajustamento.
Se adimitirmos o sistema do

espaço imagem paralelo aо

sistema do espaço objeto, a

matriz de orientação se de-
genera na matriz identidade

representando uma foto ver-

tical onde o ponto principal
da fotografia coincide com o
centro fiducial da mesma.

Ou seja, numa câmara "per-

feita" о роnto nadir da fo-

tografia coincide com o pon-

to principal e este por sua
vez com o centro fiducial.

Contudo, quando a fotografia
aérea não é vertical somada

às ondulaçtes do relevo, a

posição da imagem dos pontos
provenientes do espaço obje-
to sofrem desvios projeti-
vos. O grau destes desvios
em relação ao plano da foto-
grafia está na dependência

da amplitude da inclinação

da fotografia e do desnivel

entre os pontos do terreno.
O deslocamento devido ao

relevo, produz uma variaçdo
da escala em função da al-

titude dos pontos a partir

do nadir, enquanto que o

deslocamento devido a incli-

nação se dá a partir do iso-

centro [02].

A Fig. 01, ilustra com

precisão a complexidade do
problema quando se combina

os dois efeitos: inclinação

e relevo na posição da ima-

gem de pontos em fotografias

inclinadas.
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Fig.O1 - Efeito combinado da

inclinação e do relevo.

A posição marcada com o

número 1 é a posição da ima-

gem na fotografia relativa

ao ponto no datum; a marcada

com o número 2 é a posição
da imagem após ter sofrido o
deslocamento devido ao rele-

vo e a marcada com o número

3é a posição após ter so-

frido o deslocamento devido

a inclinaçao da fotografia.

Nota-se que para os

pontosae b o deslocamento
tende a se cancelar. Para os

pontos ce d o efeito é acu-

mulativo enquanto que para o

ponto ea ugo há deslocamento
algum devido a inclinação
(está situado sobre o eiхо

de inclinação), o que carac-

teriza a influência da posi-

ção do ponto em relaçàoao
eixo de inclinação e linha

principal. Em Fotogrametria
esta complexidade é relevada

pelo fato de que as quan-

tidades e direçðes devido a

inclinação serem randômởcas

e de dificil determinaçao.

Nesta pesquisa desenvol-
veu-se e testa-se um modelo

matemático com o objetivo de
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minimizar o problema acima e
estimar com maior confiabi-

lidade o posicionamento de
pontos planimétricos para o

mapeamento temático.

02 - MODELO MATEMÁTICO FUN-
CIONAL

O modelo matemático foi
desenvolvido com base na

Fig.02, na qual: (x,y): éo
sistema de referência do

espaço imagem;

(X,Y,Z): e o sistema de

referência do espaço objeto;

C: é o centro perspectivo,
ou a estação de exposiço

(Xn,yn) е (XN,YN(: SE0 as

coordenadas do centro de

projeção no espaço imagem e
no espaço objeto respec-
tivamente.

prova-se que, os vetores Cp
e СР bem como os vetores Cn

e CN SRO colineares, MASRY

1977 [03]. Também os veto-

res np e NP são coplanares,

desde que as fotocoordenadas
estejam referidas a um sis-

tema (x*,y*,z*) identicamen-
te orientado com o sistema

(X,Y,Z) do espaço objeto.

Assim, os vetores copla-
nares podem ser expressos

pela equação da reta,

xn-x yo-y
X-X, Y-Y,

(1)

onde: téo fator de propor-
cionalidade de escala em

cada ponto.

A equação (2.6) pode
ser escrita:

Ar

Fig. 02

Um ponto P(X,Y, Z) do

espaço objeto tem sua imagem
em p(x,у) nо espaço imagem.

Da Algebra vetorial

(2)

Удр

A aplicação de uma ro-
tação k em torno do eixo z

torna o sistema ( x*- y*,-
z*) paralelo ao sistema fo-

togramétrico (x,y,z), cujas

coordenadas do ponto p são
expressas em DALMOLIN, 1992

[01 ] por:
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Esta expressro pode ser

manipulada algebricamente e
derivar o modelo matemátcio

proposto por DALMOLIN em

1992 [01].

cosk(X,-x)+8enk(Y,-Y

yo-ya -t-senk(X,-X)+COBk(Y-Y)
(4)

ou

x-t[cosk(X,-X) +senk(Y-Y)] +x₂

y-t[-senk(x,-X) +cosk(Y-Y)1 +yz

(5)

É importante observar

que para cada ponto medido

no espaço imagem, o modelo
fornece duas equaçdes de

observação com oito parâme-
tros.

о3 - мODELO MATEMÁTICO DE
AJUSTAMENTO

Omodelod matemático

funcional apresentado pela

equação acima caracteriza o

método paramétrico de ajus-

tamento, cujos parâmetros

desconhecidos xn , Уп , XN,
YN, X, Y, tek do mode-

1o funcional sdo recuperados
através de um ajustamento

simultâneo em bloco de retas

radiais a partir do centro

de projeção. Estes parâme-
tros ugo são totalmente

desconhecidos. Eles podem

ser ponderados desde que o

seu valor aproximado seја

estimado com uma determinada

precisão a partir de uma

carta ou mapa. Desta forma,
as observaçðes das foto-co-

ordenadas serdo ponderadas

em função da precisão do e-

quipamento com o qual foram
obtidas ({L) e os paråmetros

serdo ponderados em função

da precisdo com que são аx-
traidas da carta ou mapa

(Σκ).

Assim a função do es-

timador de Minimos Quadrados

do modelo acima é,

VTPV+X PX-min
(6)

Sendo o método de ajus-

tamentoo paramétrico, ☐

vetor dos resíduos é expres-
so por um vetor matricial

[V X]T com dimensdes (n+u,-
1); onde n éo número de

equações de observação e uо
número de parâmetros incóg-
nitos.

A sua correspondente
matriz dos pesоsé,

P0
P-

(7)

cujas dimensbes da matriz P

e das sub-matrizes Pe P.

são respectivamente (ntu,n+-

u), (n,n) е (u,u).
A solução do sistema de

equaçtes normais é dado em
DALMOLIN, 1992 [ 01]3

X- (N+P) 10
(B)
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Cujos paråmetros ajus-

tados após a estabilizaçRO
da solução é:

X+1-+*X-*x

Professor Titular em
Ci@ncias Geodésicas.

1992. 60p.

[02] Manual of Photogram

metry fourth Ed.,

Falls Church. ASP

1980.
(9)

[031

04 - RESULTADOS E CONCLUSÕES

O modelo matemático foi

testado na realização de uma
fototriangulação analitica

com dados simulados composta
de 6 fotografias e 17 pontos
triangulados na escala

1:10.000.

Com dois pontos de con-
trole o erro médio planimé-
trico foi da ordem de 79cm.

Com três pontos de controle
este mesmo erro situpu-se em

38cm, enquanto que, quando

se uson buatro pontos, os

resultados não apresentaram

melhoria significativa. Es-

tes resultados atendem ple-

namente as especificaçbes

cartográficas para o posi-

cionamento de pontos plani-
métricos e nos encorajam a

sugerir a utilização do mo-
delo para a subsão parcial
e/ou total os levantamentos

topográficos de campo.
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