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RESUMO

O trabalho visa obter a elipse de erros de um vértice qualquer da poligonal de apoio, na
implanta¢do de uma base cartografica aplicada ao Cadastro Técnico Multifinalitario. Parte-se do
Erro Médio Quadratico (EMQ) dos instrumentos de medi¢@o angular e linear empregados e, pela
lei de propagagao dos erros das medidas de angulos e distncias, determina-se a matriz Variancia-
Covaridncia (MVC) do vértice n da poligonal, de coordenadas bidimensionais (E, N), para depois
obter-se a elipse de erros: cujo centro tem por coordenadas as componentes E e N do vértice n;
cujo semi-eixos sao dados pela raiz quadrada dos auto-valores da MVC do vértice n, multiplicada
por Gy € cuja orientagdo dos semi-eixos € dada pelos auto-vetores da mesma matriz. Obtida a
elipse de erros do vértice n da poligonal, verifica-se facilmente se a precis@o desejada naquele
ponto foi atingida ou ndo. Uma decisdo de substituir o teodolito, o distanciometro ou todo o par,
pode ser tomada com maior seguranga pela comparagdo pura e simples das diferentes elipses de
erros obtidas. Tal procedimento dispensa a realizagdo de exaustivos testes de campo, com os
diferentes instrumentos, na tentativa da escolha do par ideal.

Palavras chave : Elipse de erros
ABSTRACT

The objective of this paper is to obtain the ellipse of the errors from any point of the
polygonal applied in Multiuses Cadaster. Starting from the Standard Deviation of the instruments
used for angular and linear determinations and, employing the errors propagation law of the
angles and distances measurement, the Variance-Covariance Matrix (VCM) of the pont n of the
polygonal, with (E, N) bidimensional coordinates, is estimated. Following, is obtained the ellipse
of errors with this characteristics: the center has the component E and N of the point n as
coordinates; the semi-axis are calculated by the square root of the auto-values of the VCM from
n point (Zy) multiplied by o, and the semi-axis orientation is given by the auto-vectors of the
same matrix. After the ellipse of errors, of the polygonal n point is obtained, the desired precision
in this point can be easily verified if it was reached or not. The decision to substitute the
Theodolite, the distance measurer or the whole pair, can be taken with accuracy, comparing the
different ellipses of errors. This procedure avoid the realization of exaust field tests with different
instruments, when trying chosing the ideal pair.

Keywords: Ellipse of the errors
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1. INTRODUCAO

A obtengdo da elipse de erros em um vértice qualquer da poligonal de apoio, usada para a
implantagdo de uma base cartografica aplicada ao Cadastro Técnico Multifinalitario, passa pela
determinagdo da Matriz Variancia-Covaridncia (MVC) desse vértice da poligonal, através da
‘propagag@o de erros.

Parte-se do Erro Médio Quadratico (EMQ) dos instrumentos de medigdo angular e linear,
propaga-se os erros cometidos nas medidas dos angulos deflexdes e das distancias (duas fontes de
erros), determina-se a MVC do vértice n da poligonal, de coordenadas (E,N) para posterior
obtengdo dos semi-eixos e da orientagdo da elipse de erros, que esta centrada neste vértice.

2. DESENVOLVIMENTO

2.1. Determinagdo da MVC do vértice n da poligonal

Para se chegar as coordenadas bidimensionais (E, N) de um vértice qualquer de uma
poligonal de apoio, usa-se o modelo matematico seguinte:

n
En= Zq seng;
i=1

n
N, = 24 Ccos 6
i=1

A matriz Z B Z v » MVC do vértice de ordem n a determinar tem o seguinte aspecto:

_Gé CEN
et 3

Como o modelo matematico apresentado € n3o linear, tem-se que lineariza-lo:

Y=FX)=F +£|
" (X)_ (XO) @(XO(X'XO)

Aplicando a lei de propagagdo da variancia-covariancia,Yy fica determinada por :
>y =D D’

Sendo: D - matriz das derivadas parciais
Yx- MVC das observagaes.

E  SESE, 8K

§F| _|a, " a,6s6 T &6,

Diuony =5¢| T|ON SN SN 8N
Xo —_ 4l —_— e

: 3, 66, 56,
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Como numa poligonal sio medidas as deflexdes (o) e ndo os azimutes (6;), pressupde-se

outra propagagao, ou seja:
%=G %, G

Fig. 1 - Poligonal

8, = a+6

0, = at+tay+6,-1x180°

0 ~T a;+ta;+az;+6p-2x180°

6 = aytaxt..+a,+06-(n-1)x180°

Na forma matricial, tem-se:

91 140> 70 ' O] |[oq eo
0,0 1 1 0 ... O [@2| [Bo—-1x180°
M1 1 ... 0[y[®3|+00—2x180°

o, 1 1 1 .. 1| |on| Bo—(n-1)x180°

0 (rx1) = G () X & ux1) + C (ax)
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Pela lei de propagagdo da varidncia-covariancia, para Y = GX + C, obtem-se:

T
2y=G2xG
O que leva a escrever:
T
26=G2.G
Para a matriz 2., tem-se :
F o] c
o4 a2 0t ®1%p
2
Ca,a; OCap - OCayay,
Z a =
2

Onde as covaridncias sio nulas para i # j, ja que as observagbes angulares sdo
independentes entre si.

Assim, 2 fica:
o2, o
0408 i D
XL
040 2
Efetuando-se o produto :
T =G G obtem-se :
ik o0 %,

2o=

Realizando as observagdes angulares com o mesmo tipo de instrumento € mesmo nimero
de séries, pode-se admitir variancias iguais para todos os angulos observados. Logo, tem-se:

2 7 e 090 D
Gy —ogz = ... =0y =0qy
Entdo a matriz X, passa a ser reescrita assim:
2 2 2
L:ra o T R
G205 262 ) ikinO s
I
62 Dol .. fe-
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Para o calculo das varidncias cf existe uma parte fixa e outra variavel com a distancia

( o1 + ppm ), ambas fornecidas pelo fabricante do medidor de distancias, o que faz elas ficarem
diferentes entre si.

02 %05 # ... 205
Voltando a matriz Y, passa-se a escrevé-la novamente como:
% . 0 0 . 0
s _|0 ~ g 0 . 0
YUlo L0 edre o

Falta apenas a matriz das derivadas parciais (D), para chegar-se 8 MVC do vértice n da
poligonal (Zv)-

senf; ... senB, ¢cosB; ... ¢ cos6,
cosf; ... cos6, -4senb; ... -4 senb,

(2x2n) =

De posse da matriz D e da matriz Xx, ambas acima representadas, efetua-se o produto:
ZY = D Zx DT

e determina-se finalmente a matriz Variancia-Covariancia do vértice n da poligonal:

2
Z CE OEN k
Y= 2 onde :
ONE ON

n n
of = ) 7 sen? 8 +Gal COS 01 4 COS B; +
i=1 i=1

n
+062¢, COS ez(q cos 04+ 2> ¢ COS eiJ+
i=2

n
+G2¢3 COS 63Lz1 COS B4 + 24, COS 0, + 3, 4 COS eiJ+. ..
i=3

5 .+o§zn cos en(q cOs 04 + 2¢, COS 65 +...+N¢, COS e,,)
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n n
2
OEN = 5 X Of SeN 26, — G434 COS 64 4 send; +
i=1 i=1

n
- cgtz cos ez(q senfq+2, ¢ sen eiJ+
i=2
(

n
—62¢3 cOS 93Lt1 sen,+2¢ sen6, + 32 ¢4 sen ei)+. "
i=3

2
0= Opln COS en(q send, +2¢ senB,+...+Nn¢, sen On)

n n
2
ONE = 7 2 Oa S€N 26; — 624 Sen 9, 4 cos O, +
i1

i=1

N =

n
- 0312 sen 92(51 cosS0,+2), 4 COS eiJ +
i=2

( n
— 6243 sen 93Lt1 COS 04 + 24, COS O, + 3. 4 COS eiJ+...
i=3

...—G4¢, sen6,(4 cos 0, +2¢, cOS B, +.. +ns, COSO,)

Il

n n
2 2
of = 0,02 c0s2 0, + 62¢,Sen0, D, 4 send, +
i—1

i=1

n
+ oﬁtz senez(q senfq + 22 ¢ sen eiJ+
i=2

n
+ oﬁes sen93[t1 senfq + 2¢, senBy + 32 ¢4 sen ei}...
i=3
..+c§tn senen(z1 senfq + 2¢; senBy+...+N¢, senen)

2.2. Obtencio da Elipse de Erros

Considera-se a varidnica da unidade de peso o3 como tendo o valor unitario. Desta
maneira ao invés de se trabalhar com a matriz dos coeficientes de peso Qy, trabalha-se direto com

a MVC do vértice n da poligonal (Zy), uma vez que Qy = cziz Y.
0

Tome-se um vetor bidimensional Y, de componentes E e N. Imprimindo ao sistema uma
rotago, fica-se com :

e G=

u
U=GY, sendo U=| =5
v a b

a b‘
onde G é a matriz de rotagdo e (a,b) e (a’, b’) representam os cossenos diretores dos novos eixos

em relag@o aos antigos.

1
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A MVC do vetor U, simbolizada por Xy, pode ser calculada em funggo da MVC do vetor
Y, denotada por Xy. Pela lei de propagacdo das varidncias-covariancias:

ZU =DZYDT

du du
_[sE sN|_|@ P|_
D’Sv dv | |a' b'l'G

SE 6N
2

_|S%E OEeN

ZY ONE Gr%l

Efetua-se 0 produto Yy =D Yy D" e obtem-se :

2 2

o = a0 +b2cd + 2abogy

Verifica-se que oﬁ depende dos cossenos diretores a e b que ddo a orientagdo dos novos
eixos em relagdo aos antigos.
Definindo uma fungao ¢, tal que :

p=02 a2 +b%-1)

Tomando A como multiplicador de Lagrange, para {max , tem-se

%:aa§+bam—la=0
o
E%:aaNE+b0'§,—/lb=o

(ai.—/l)a+0'ENb=0

aNEa+(ai, —A)b

Este sistema admitira solugdo diferente da trivial (0,0), se e somente se for nulo o
determinante.

(Oé —7») CEN
one (-

Ou Det|Xy-A|=0 queéaequaglo caracteristica da matriz, no caso, MVC do vértice
n da poligonal, cujas duas raizes reais fornecem os auto-valores da MVC.

Det
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O maior valor de A, da equag@o caracteristica, sera igual ao max o,’, semi-eixo maior da
elipse correspondendo a ele um auto-vetor cujas componentes de seu vetor unitario, representam
os cossenos diretores a e b que ddo a orientagdo do eixo maior da elipse de erros em relagao aos
eixos E e N.

Ao outro auto-valor de Yy, que é igual a0 max o, semi-eixo menor da elipse, corresponde
também outro auto-vetor cujas componentes de seu unitario (a’,b’), dardo a orientagdo do outro
eixo da elipse, formando com o primeiro um par ortogonal.

Assim estara definida a elipse :

1. Cujo centro tem por coordenadas as componentes E e N do vértice n
2. Cujos semi-eixos sdo dados pela raiz quadrada dos auto-valores da MVC do vértice n (Zy)
multiplicada por oo;
3. Cuja orientagdo dos semi-eixos € dada pelos auto-vetores da mesma matriz.
Entao:

Det | Sy -AL|=0

A +ad+a,=0

a1=00\/x
ay =cp/Ay

a) e a,: semi-eixos da elipse de erros.

Os auto-vetores sdo solugdes do sistema:

(0’% —K)W1 +O0gNW2 = 0

ONE W1+0'|%| W2=0

3. CONCLUSAO

Com a obtengdo da elipse de erros resultante no vértice de ordem n da poligonal de
apoio, na implantagdo de uma base cartografica aplicada ao Cadastro Técnico Multifinalitario,
torna-se mais facil, mediante uma andlise de seus dois semi-eixos, avaliar a precisdo relativa do
vértice em questao.

Quando a precisdio desejada ndo tiver sido atingida com um determinado par de
instrumentos (teodolito e distancidometro), uma decisdo de substituir somente o instrumento de
medi¢do angular ou todo o par, pode ser tomada com a maior seguranga, visto que uma nova
elipse de erros passaria a ser obtida.

Pela comparagdo pura e simples das diferentes elipses de erros resultantes, faz-se a melhor
escolha do par de instrumentos que melhor atenda a precisdo exigida. Tal procedimento dispensa
a realizagdo de exaustivos testes no campo, com os diferentes pares de instrumentos, na tentativa
de se escolher o par ideal.
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