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ABSTRACT

The present work aims to discusse the adjustment of topographic traverses based
on criterion of square least adjustment, employing the parametric method or indirect
observations method. When the adjusted coordinates of the traverse points are achieved,
we can obtain the covariance matrix. The equations of the distances, angles, azimuths
and positions used in adjustment are presented, and the necessaries constraints to avoid
singular matrix for the coefficients. An analysis of the tolerances, in agreement with NBR-
13.133, before and after the adjustment, and the statistics analysis of the adjustment too
are presented.

RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo o ajustamento de poligonais topograficas baseado
no critério dos minimos quadrados, empregando o método paramétrico ou das observagdes in-
diretas. S3o obtidas as coordenadas ajustadas dos vértices da poligonal, bem como a respectiva
matriz variancia-covariancia. Sdo apresentadas as equagOes envolvidas no ajustamento, relati-
vas as distancias, dngulos, azimutes e posicdes, e as injuncdes necessirias para que a matriz
dos coeficientes das equacdes normais seja ndo singular. E apresentada também uma analise
das tolerancias segundo a NBR-13.133, antes e apds o ajustamento, e a analise estatistica do
ajustamento.

Palavras chave: Levantamento topografico. Poligonais topograficas. Ajustamento.

1 INTRODUCAO

Em linhas gerais, ajustar observagdes significa buscar a partir de um conjunto de medidas
reconhecidamente incorretas, pela discrepancia existentes entre elas, um resultado que seja
tinico e que possa representar com a maior confianga a grandeza medida. Com isso, fica claro
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a necessidade de abdicarmos da pretensdo de obter o verdadeiro valor para a grandeza medida
(Gemael, 1994).

Trés sio os tipos de medidas ou observagdes efetuadas: observacéoes diretas quando as
medigdes se processam diretamente sobre a grandeza incdgnita; observagoes indiretas quando
tais medicdes sdo processadas sobre grandezas que se ligam as incégnitas por meio de relagoes
matematicas conhecidas; e, observagées diretas condicionadas quando as medigGes sao efetuadas
sobre as grandezas incégnitas que se vinculam entre si através de modelos matematicos. Na
terminologia atual, onde o tratamento matematico é baseado no calculo matricial, o método de
ajustamento das observagdes indiretas é denominado paramétrico ou método das equacdes de
observacao, e o das observacoes diretas condicionadas, método dos correlatos.

2 METODO PARAMETRICO

No ajustamento pelo método paramétrico cada observacio (ou medida) proporciona uma
equacdo de observacao. Denotando por » o nimero total de observagoes efetuadas, ter-se-a n
equagdes de observagao. As equacdes sio da forma explicita, isto é, pode-se explicitar cada
observagdo em funcdo dos parametros envolvidos, os quais s3o em nimero igual a .

2.1 Modelo matematico

O modelo matematico do método paramétrico é
L, = F(X,), (1)

onde: e o
L, é o vetor das observagoes ajustadas (n x 1);

X. é o vetor dos parametros ajustados (u x 1), e
F  é a funcado que relaciona L, e X,, podendo ser linear ou nao linear.

2.2 Linearizacao do modelo

Nos casos em que a fungio F(X,) do modelo é n3o linear, o ajustamento paramétrico é
dito ndo linear. Em geral, os modelos nao sao lineares o que indica a necessidade de se proceder a
lineariza¢io do modelo, visando facilitar a obtencdo da solugdo. Em decorréncia da aproximagao
introduzida pela linearizacio do modelo, a solugio sera obtida por processo iterativo.

No processo de linearizagio atribuem-se valores aproximados Xo aos parametros X,, como
ponto de expansio da funcio F(X,) em série de Taylor. Nesta expansdo consideram-se apenas
os dois primeiros termos da série. Sejam

Xo=Xo+ X )
La=Ly+V }’ ()

onde: . %
Xo vetor (ux 1) cujas componentes sdo os valores aproximados dos parametros;

X  vetor (ux 1) das correcdes dos parametros;
Ly vetor (n x 1) dos valores observados;
vetor (n x 1) dos residuos.
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A expressdo (1) pode entdo ser reescrita sob a forma
Ly+V =F(Xo+ X).
Linearizando o segundo membro da expressdo acima, pela férmula de Taylor, resulta

dF
dX,

Lb+VEF(Xo)+

X.
Xo

Designando a fungao dos parametros aproximados por Lo
LO =F (X0)7
com dimens3o (n x 1), e a matriz (n x u) das derivadas parciais por A

dF
dX,

A=

9
Xo
denominada matriz dos coeficientes, tem-se

Ly Vi =Loep AX,

ou
V =AX + Lo — L,

e representando a diferenca entre Lo e Ly por L, ou seja
= Lo o5 Lb,
obtém-se o modelo matemdtico linearizado do método paramétrico

nVI — nAu qu T nLl- (3)

2.3 Equacgoes normais

O modelo linearizado (3) representa n equagdes de observagao, as quais apresentam como
incégnitas n residuos e u parametros, formando um sistema inconsistente. Entretanto, o sistema
apresenta um nimero maior de incdgnitas (n+u) em relagdo ao niimero de equagdes. Recorre-se
entdo ao principio do método dos minimos quadrados para a obtengdo da solugdo, minimizando
a soma dos quadrados dos residuos, ou seja

¢ = VI PV = minimo. (4)

Derivando a funcio ¢ em relagio a X, igualando a zero a derivada primeira, e fazendo
N = ATPA— matriz dos coeficientes das equacdes normais (u x u), e U = ATPL— vetor
dos termos independentes (u x 1), tem-se

ulVs 451 o uUl =0, (5)
que representa um sistema de u equacdes normais cuja solugdo é dada pelo vetor

X =-N"U. (6)
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O vetor dado pela (6) representa as correcbes que somadas aos parametros aproximados
(Xo) possibilitam a determinacdo dos parametros ajustados (X;):

K= Kl (7)

Como o modelo foi linearizado, a solugio final sera obtida através de um processo iterativo.
Tal processo € encerrado quando os elementos do vetor X sdo numericamente inferiores a &
escolhido como ponto de convergéncia. O limite de convergéncia € € estabelecido de acordo com
a precisao necessaria para os parametros, que no trabalho em questdo sdo as coordenadas dos
vértices da poligonal. '

3 ESTIMATIVA DA PRECISAO
3.1 Matriz Variancia-Covariancia dos Parametros Ajustados

Quando se faz a estimativa de um valor ou de um conjunto de valores (pardmetros), é
necessario estimar a qualidade dos mesmos. A partir das observagbes (L;) e da estimativa de
precisao destas observagoes (Xr,), é possivel estimar a precisio dos parametros ajustados.

Na expressio (7), como Xo é o vetor dos valores aproximados, nio se dispe de sua MVC;

entdo, é assumido que

Dyt =%x,

X = —(ATPA)™ ATP(Lo — Ly).
Aplicando-se a lei de propagagdo de covaridncias (Gemael, 1994) na expressdo anterior
obtém-se

ZX., =EX =0'§ N_l. (8)
O fator de variancia a posteriori (63) pode ser calculado pela expressao
: R el
s o= : %)
n—u

Este valor é uma estimativa®ndo tendenciosa de o3, arbitrado no inicio do ajustamento.
Desde que o ajustamento seja aceito no teste estatistico, utiliza-se o fator de varidncia a poste-
riori para o calculo das MVC.

3.2 Observagoes ajustadas e MVC das observacgoes ajustadas

Freqiientemente tem-se interesse no conhecimento dos valores observados ajustados e da
respectiva precisao. Uma vez obtido o vetor das correcdes aos parametros X, pode-se obter o

vetor dos residuos V

V=AX+1L,
e a seguir o vetor das observagoes ajustadas
La — Lb + V. (10)
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A estimativa da precisdo pode ser obtida a partir da lei de propagacao das covariancias
aplicada a expressdo (10), que resulta em

S, =0a AN AT, (11)

3.3 Residuos e MVC dos residuos

A partir das expressoes que facultam o célculo dos residuos
V=AX+1L ou V =L, — Ly,

pode-se estimar a MVC dos residuos, pela aplicacdo da lei de propagacao das covariancias, o
que resulta

Ty = 3L, — 51,. . (12)

4 AJUSTAMENTO DE POLIGONAIS TOPOGRAFICAS

Com o método paramétrico, designado também método de variagio de coordenadas,
quando aplicado no ajustamento de triangulagio, trilateragao, poligonagdo, ou combinacdo
entre tais processos de levantamento (Gemael, 1994), obtém-se ao final do ajustamento, as
coordenadas finais dos vértices com suas respectivas precisoes.

Ao efetuar o ajustamento de poligonais, bem como de outros processos de levantamento,
é necessario considerar as injung¢ées minimas, absolutas ou relativas, de forma que a matriz
N [equagdo (6)] seja ndo singular, e assim admitir inversa ordindria (em termos da algebra
matricial de Cailley). Caso contrario é necessério recorrer ao ajustamento livre.

As injuncées minimas que evitam a indeterminagio do sistema, siao determinadas
condi¢Ges impostas aos parametros envolvidos no ajustamento. No caso de poligonais, deve-se
impor restri¢des que impegam as translagdes e rotagdes, o que é conseguido através do conheci-
mento das coordenadas (X,Y) de pelo menos um ponto e do azimute (Az) de uma diregéo.

Quando o parametro é mantido fixo, a injuncio é dita absoluta, e na montagem da matriz
A nao aparecem as derivadas parciais em relacdo a esses parametros. A injuncdo relativa,
conhecida como injun¢io com peso, trata os parametros como observagoes adicionais, as quais
sao atribuidos pesos.

Antes de ajustar uma poligonal é necessario efetuar as redugdes das observagoes lineares e
angulares ao plano de referéncia adotado, que pode ser o plano topogrifico local ou UTM. Com
a finalidade de atender a NBR 13.133: normas para ezecucio de levantamentos topogrdficos,
deve-se proceder a verificagdo do fechamento da poligonal conforme a tolerancia estabelecida
em funcao do tipo e classe da poligonal em estudo.

Para o estabelecimento das equacdes envolvidas no processo de ajustamento, deve-se lem-
brar que as mesmas estdo relacionadas com o tipo de observacdes obtidas no levantamento. No
caso de poligonais, estas observagdes se constituem nas distancias e dngulos ou diregdes, bem
como as injungdes de azimute e posicao.

4.1 Equagoes de observacao

A partir do modelo mateméatico do método paramétrico [equagio (1)], pode-se estabelecer,
para dois vértices i e j, as equagdes de distdncia e azimute, respectivamente por
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St = (X5 = X2 + (G = )2 (13)

2 X:—X¢
Az,-j = (I'I”Ctg Ya—},_a Q, (14)

onde @ é uma constante que assume o valor zero no caso em que as diferengas X7 — X? e
Y? — Y apresentem resultados positivos; @ = 180° quando ambas as diferencas sdo negativas
ou somente a diferenga Y — Y, for negativa; @ = 360° para o caso em que a diferenca X7 — X¢
for negativa e Y — Y for positiva.

As equagées (13 e 14) na forma linearizada , formam respectivamente, as equagdes de
observagdo para a distancia observada S}; e para o azimute calculado Azj;

X0 — X? Y2 —Y? X0 — X0 Yo — Y9 :
: 50 5 G R e e

e

Yo —Y? X0 — X9 Y? - Y? X0 X0
VA = (;__,) X <_J) Vs (__J) X ( ) Y; + Az — Az
{ (55)? (55)? (85) ot i) (1;)

A equacdo de angulo, envolvendo trés vértices j, i, k, na forma linearizada é dada por

| Y2 -Y2 Y-°—Yj°> (X,E—XP X? - X9
i = - = Xi+ L t) Y-
g ( (5%)? (53:) (S2)? (53)°

-(7) »(C7) Yf+(Y<° )

+ (X(O )Xo) Vi + o0y — by (17)

A equagao de posicdo, para um vértice ¢ é dada por

Vx, = X; + X0 — X}
Vi = ¥i 4 Y0~ ¥ } (18)

As equagdes de azimute e posicdo sdo as equagbes de injuncdo. Se no ajustamento, a
posicio for considerada como injungdo absoluta, a equacio (18) ndo existira, e as equagoes
de distincia, azimute e angulo, considerando o vértice i como fixo, o que implica em fazer
X; =Y, =0, assumem os seguintes aspectos, respectivamente

XO Xo ) 7 e Y;-O b
0~ xe (L) venn
Y2 — Y X0 X0
VA = (_,__) X e ( ) ¥ g0 g et (20)
: (S%)? {iN(s o) !
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e ) - () e Chf)

X? - X3 o
+ ( ( ) ) },k i ank ik (21)

Vale ressaltar aqui, que as equagdes de distancia, azimute e angulo terdo este aspecto
somente quando um vértice é considerado como fixo; nos demais casos prevalecem as equagdes

anteriores.

Nas equagdes acima os termos (X,Y);, (X,Y); e (X,Y )i representam as corregoes aos
parametros aproximados (X,Y)?, (X,Y), (X,Y)}. 5%, Azl e of;, sdo respectivamente, as
distancias, azimutes e dngulos (Lo) calculados em fungao dos parametros aproximados (Xp). Os
parametros aproximados (Xj) sdo calculados a partir do transporte de coordenadas, utilizando-

se os valores observados.

5 MONTAGEM DAS MATRIZES E VETORES ENVOLVIDOS
NO AJUSTAMENTO DE POLIGONAIS FECHADAS

Seja uma poligonal fechada (inicio e chegada da poligonal no mesmo ponto), por exemplo,
com n=6 vértices e cujas coordenadas do vértice 1 (X1, Y;) sejam conhecidas e fixas, assim como

o azimute da direcao 1-2.

Antes da montagem das matrizes e vetores envolvidos no ajustamento, conforme visto
anteriormente, é necessario efetuar o transporte de coordenadas utilizando os valores observados
dos angulos e distancias, obtendo-se assim o vetor dos paradmetros aproximados (Xp), cujos
elementos correspondem as coordenadas aproximadas (X?,Y?) dos vértices 2, 3,...,6:

m-1(Xo)r=(X2 ¥ X3 ¥2 - X2 YOY.

A matriz A é montada a partir dos coeficientes das equagGes (17 e 15), alternadamente para
angulos e distincias respectivamente, para os n==6 vértices, e da equacao (16) para o azimute.
Assim, ela serd constituida de 19 linhas, que correspondem as equagdes de observagdo, e 10
colunas, que correspondem aos parametros incognitos X, ou seja, as corregoes (X2, Yz, ..., X, Ys)
s coordenadas aproximadas. A matriz A terd entdo o aspecto mostrado na Tabela (1).

Os diversos elementos da matriz A sdo calculados com as expressoes:

Y -Y° X -X?
aji = 7 b= 7
( %) ( S5
¢fi=1,3,...,6 j =6,2,...,5. para angulo ecf/t =2e j=1, para azimute;
Cjik = Qj; — €ik d]tk e ftk Jn
clji="152;:244,5; 1=2,3,...,5,6; k=34 0.6, 1.
2=Y X? - X°
S s e N
cli= 112, 2.15: k=2 .0

€ik =
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Tabela 1: Elementos da matriz 134;0

ez —fiz 0 0 0 0 0 0 —am bu
—g12 —hiz 0 0 0 0 0 0 0 0
Cizs  dizzs €3 —fi3 0 0 0 0 0 0
923 hs  —ga3 —hyz 0 0 0 0 0 0
=23 bz ciz dyyy ez —fa O 0 0 0
0 0 934 has  —gss —has 0 0 0 0
0 0 —a3y by Ca4s  dags ess —fas 0 0
0 0 0 0 95 hss  —gss —hgs 0 0
0 0 0 0 —ag5  bys Case  dase ess —fse
0 0 0 0 0 0 Gse hsse  —gse —hse
0 0 0 0 0 0 —ass  bsg Cse61 dse1
0 0 0 0 0 0 0 0 ge1 he
| a1z —by2 0 0 0 0 0 0 0 0
0 _ x0 0 _Yyo
9i; = L SOXJ ) hi; = ——K SOY; )
ij ij

eft="T,27.256;5 "= 937,061

O vetor das observagdes L, composto dos angulos e das distancias observadas e o vetor

Lo, onde Ly = F(Xg), tém o seguinte aspecto:

ad a?

b 0
S 53
ab ad
St 59

2 2

13(Le)1 = 13(Lo)1 = :

% al

b 0
st 5

Az, A2,

As distancias e angulos aproximados que formam o vetor Lo sdo dados respectivamente

por:
SUEX = X0 o (Vys VOPTHT
efi=1,..;6
of = Azijy1 — Azij
onde
Xi— —X,'
Az; i1 = arctan ﬁ +Q
X1 = X
Az;iy1 = arctan m +Q

¢/i=1,..,6 pli=1—(i-1)=6 pli=6—(i+1)=1
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O vetor L é obtido a partir da diferenca entre os vetores Ly e Lp; as diferencas devem
ser expressas em radianos e metros, respectivamente para os angulos e distancias, a fim de
compatibilizar as unidades envolvidas nos produtos matriciais do ajustamento.

A matriz peso P = o ZZ: é uma matriz quadrada de ordem (13). Se as observades
sdo nao correlacionadas, como no caso de angulos e distancias, a matriz sera diagonal, isto é,
apresentando elementos ndo nulos somente na diagonal principal. Os pesos para as observacoes
sao calculados a partir do desvio padrio de cada observacdo, respectivamente para angulo e
distancia, através das seguintes expressoes

2 2
o o,
— 0 = =0 = 2
Po,.. =i Ps,. = 0_—2 C/Z = 1,2,...,6,
O'a‘ S‘
04; — radianos; . o0s, — metros,

e o peso para o azimute, considerado como fixo, é atribuido como tendendo ao infinito, ou seja
PAz = OQ.

Tabela 2: Matriz dos pesos 13P3

P, 0 O 0O O 0 O O 0 0 0 0 0
0. Pos. 0 0 10, 0800, 0.0, & 0 O
o o P, O O O O O O 0 0 0 0
0 Dou -l N 0 Dasl0 Dl 0 SOV
O, (0 ecralss. O Bar. niials iidls o sa0iniatlivn 0 . 0ie, B
0.0 0" 0: 0 P i Oedlt il il 0.0, .0
o 0 0 0 0 0 P, O O O 0 0 O
o 0 0 0 0 0 0 P, 0O 0O O 0 O
o 0 o0 o 0 0 0 0 P, O O 0 O
N 1 S (i TR ke B ol - PR T T
A | I | S | S e | ORI TN SO | S
1R e S| R e e o 1 | TR/ NP TN

0T T g T N e 0 0 P

A solucao pelo método paramétrico é dada por:
X = —(ATPA)™ ATP(Lo — Ly)

Para o processo iterativo estabelecer um critério de convergéncia €, como por exemplo,
e=1mm.
A estimativa da precisdo dos pardmetros e das observagdes ajustadas € o préximo passo

do ajustamento:
Xe=Xo+X Y. =0l N7

V=AX+L La=Lb+V)
L, =02 AN71AT,
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O teste estatistico do qui-quadrado, para a aceitacao do ajustamento também é realizado
ao nivel de significincia «; geralmente (1 — o) = 95%, ou seja, a = 5%:
vIipv
gl

52 = — gl = graus de liberdade = (2n+1—-2(n—1)) =3,

o2gl _ VTPV

2 272

2 it
Xcale. =

Se

ngz,a 12) < Xfalc_< ng,,l_o, /2) aceita — se o ajustamento.

Se o valor do qui-quadrado calculado (x2,.) estiver dentro do intervalo pré-définido,
obtido em tabela, ao nivel de significaincia @, significa que o ajustamento é de boa quali-
dade. Caso contrario pode haver indicios de erros na MVC dos valores observados, presenca
de erros grosseiros ou sistematicos nas observagoes, modelo matematico nio condizente com as
observagdes, ou sistema mal condicionado (Gemael, 1994). Assim, no caso de ndo aceitacdo do
ajustamento, uma analise dos aspectos abordados deve ser realizada.

6 EXEMPLO

Dados os valores observados abaixo, adaptados de Mascarello (1995), calcular as coorde-
nadas ajustadas dos vértices da poligonal utilizando o Método Paramétrico, bem como estimar
a sua precisao.

Tabela 3: Caderneta de Campo

Elementos de Campo
Vértices | Distancias | Desvio | Angulos | Desvio | Azimutes
d; Padrao Internos Padrao
Vi (m | (m) A () | 4=
1 60,85 0,050 | 117024’ 50”7 | 20 | 80° 32" 20"
2 41,20 0,050 113 29 40 20
3 53,82 0,050 | 097 45 40 20
4 42,40 0,050 | 203 11 30 20
5 63,20 0,050 063 26 10 20
6 49,95 0,050 124 40 30 20
P 311,42 719 58 20

6.1 Resultados obtidos

1) Erros cometidos:
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Angular -100,0 (")
Linear 0,058 (m)
Relativo 1/5.381

2) Tolerancia: (de acordo com a NBR-13.133; Poligonal tipo 1 e classe V)
Angular 440,91 (7)
Linear 1,228 (m)
Relativo 1/253

3) Coordenadas ajustadas e respectivos desvios padrao:
Vértice X (m) DP(m) Y (m) DP (m)
500,000 0,000 500,000 0,000
560,000 0,049 509,999 0,008
560,980 0,046 549,950 0,047
520,006 0,048 569,945 0,052
490,022 0,041 599,929 0,056
470,024 0,032 539,955 0,043

4) Area da poligonal: 5.743,575 £6,106 m? ou 0,574 £0,0006 ha

S Ut W N

5) Observagoes ajustadas e respectivos desvios padrao:
Vértice Angulo DP (”) Distancia (m) DP (m)

1 117° 25 06,2” 23,00 60,827 0,049
2 113 29 55,6 22,97 41,181 0,050
3 097 45 56,2 22,99 53,834 0,052
4 203 11470 23,02 42,404 0,054
5 063 26 27,9 22,95 63,220 0,050
6 124 40 47,1 23,00 49,949 0,054

6) Erro residual apds o ajustamento:
Erro médio relativo entre duas estagdes consecutivas 1/1.410
Erro médio em angulo e em azimute 22,99 ()
Erro médio em coordenadas dos vértices da poligonal 0,0442 (m)

7) Tolerancia apds o ajustamento:
Média relativa entre duas estagdes consecutivas 1/113
Média angular 180,00 (”)
Média em coordenadas dos vértices da poligonal 0,549 (m)

8) Analise estatistica do ajustamento:

Ajustamento aceito ao nivel de significincia de 5%, pois

0,22 < X% =4,78<9,35

7 CONSIDERACOES FINAIS

As férmulas apresentadas no item 4 sao genéricas, podendo ser aplicadas em diversas
situagdes: poligonais apoiadas, triangulagdo, trilateragao ou combinacdo de tais processos de
levantamento.
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No Método Paramétrico obtém-se ao final do ajustamento, aplicado em poligonais, as
coordenadas ajustadas dos vértices, bem como a estimativa de sua precisdo. A partir da MVC
das coordenadas ajustadas pode-se obter o erro médio quadrético (o) da area da poligonal, bem
como construir a elipse de erro dos vértices , que constitui a regido de incerteza da localizagao
do vértice considerado.

No inicio do ajustamento é arbitrado um valor inicial para o fator de variancia a priori
o2; este valor inicial ndo tem influéncia no resultado do ajustamento, porém repercute na
matriz N dos coeficientes das equagdes normais. Este fato pode ser explorado em caso de mau
condicionamento do sistema.
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